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Аннотация
«Всякое знание остаётся мёртвым, если в  учащихся не развивается инициатива и 
                                                 самостоятельность: учащегося нужно                              приучать не только к мышлению, но и к хотению»
                                                                                 (Н.А. Умов)
Реализация метода проектов при изучении математики способствует развитию у учащихся неподдельного интереса к математике, у учителя появляется возможность формирования у учащихся новых учебных умений по самостоятельному добыванию и осмыслению знаний широкого круга.
Данная работа представляет собой достаточно большой и глубокий труд ученицы 8 класса в соответствии с тем багажом математических знаний, которым ученица обладает на данном этапе обучения. 
Основная цель работы состояла в том, чтобы показать красоту и значение теоремы Пифагора в развитие науки и важность её изучения в школьном курсе математики.
Основной метод, который использован в работе, - это метод систематизации и обработки данных, а также метод исследования.  
   Автором изучен достаточно большой объём новых знаний, успешно проведён анализ круга задач, решаемых с помощью теоремы Пифагора. Задачи систематизированы в 4 блока: задачи по готовым чертежам, задачи на вычисление  площади, старинные задачи и задачи с практическим содержанием.
Практическое применение работы состоит в том, чтобы использовать отражённые в работе знания и умения в преподавании математики  в школе, а также при подготовке к ГИА в форме ОГЭ в 9 классе.
             







Теорема Пифагора вне школьной программы
[image: C:\Users\User\Desktop\Новая папка\you.gif]
Введение.
Трудно найти человека, у которого имя Пифагора не ассоциировалось бы с его теоремой. Пожалуй, даже те, кто в своей жизни навсегда распрощался с математикой, сохраняют воспоминания о «пифагоровых штанах» - квадрате на гипотенузе, равновеликом двум квадратам на катетах.
Причина такой популярности теоремы Пифагора триедина: это простота – красота – значимость. В самом деле, теорема Пифагора проста, но не очевидна. Это сочетание двух противоречивых начал придает особую притягательную силу, делает ее красивой.
Кроме того, теорема Пифагора имеет огромное значение: она применяется в геометрии буквально на каждом шагу, и тот факт, что существует около 500 различных доказательств этой теоремы, свидетельствует о гигантском числе ее конкретных реализаций.
В современных учебниках теорема сформулирована так: «В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов».
[image: Right triangle blue.png] 

Во времена Пифагора она звучала так: «Площадь квадрата, построенного на гипотенузе прямоугольного треугольника, равна сумме площадей квадратов, построенных на его катетах».
 (
S
)[image: 250px-Pythagorean]
Цели и задачи проекта.
О теореме Пифагора написано огромное количество научной литературы. В ней присутствуют, в основном, современные доказательства, написанные математическим языком, но в большинстве случаев они малопонятны учащимся 8 класса, которые изучают эту теорему в курсе геометрии. Кроме того, в учебнике геометрии для 7-9 кл. сред.шк./авт.сост. Л.С.Атанасян, В.Ф. Бутузов, С.Б. Кадомцев и др. – М.: Просвещение, 2009г. в параграфе №3, посвященном изучению теоремы Пифагора мал  список задач, решаемых с помощью этой теоремы, поэтому мне захотелось с помощью своей работы:
- найти различные доступные способы доказательства теоремы Пифагора, используя такие средства, как различную дополнительную литературу, Интернет-ресурсы;
- показать красоту теоремы;
- показать значение теоремы Пифагора в развитие науки и техники;
- показать посредством задач практической направленности полезность изучения теоремы современными школьниками;
- и наконец, доказать справедливость выдвигаемой гипотезы.
Гипотеза: 
В теореме Пифагора, как в зерне, заключена вся евклидова планиметрия.
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Кто он Пифагор?
Пифагор Самосский (ок. 580 - ок. 500 до н. э.) древнегреческий математик и философ-идеалист. Родился на острове Самос. Отцом Пифагора был Мнесарх, резчик по драгоценным камням. Имя же матери Пифагора неизвестно. По многим античным свидетельствам, родившийся мальчик был сказочно красив, а вскоре проявил и свои незаурядные способности, позволившие ему получить  хорошее образование.
Письменных документов о Пифагоре Самосском не осталось, а по более поздним свидетельствам трудно восстановить подлинную картину его жизни и достижений.
Он был первым человеком, который назвал себя философом. До него умные люди называли себя гордо и несколько высокомерно - мудрецами, что означало - человек, который знает. Пифагор же назвал себя философом - тем, кто пытается найти, выяснить.
 Пифагор - это не имя, а прозвище, которое философ получил за то, что всегда говорил верно и убедительно, как греческий оракул. (Пифагор - "убеждающий речью".) Своими речами приобрёл 2000 учеников, которые
вместе со своими семьями образовали школу-государство, где действовали законы и правила Пифагора.
Он первый дал название своему роду деятельности. Слово "философ", как и слово "космос" достались нам от Пифагора. В его философии много космического. Он утверждал, что для понимания Бога, человека и природы надо изучать алгебру с геометрией, музыку и астрономию. Кстати, именно пифагорейская система знаний, и называется по-гречески "математикой". Что касается пресловутого треугольника с его гипотенузой и катетами, то это, согласно великому греку, больше, чем геометрическая фигура. Это "ключ" ко всем зашифрованным явлениям нашей жизни. Всё в природе, говорил Пифагор, разделено на три части. Поэтому прежде чем решать любую проблему, её надо представить в виде треугольной диаграммы. "Узрите треугольник - и задача на две трети решена".
[image: спорщики]
Пифагору приписывают еще ряд важных в то время открытий, а именно: теорему о сумме внутренних углов треугольника; задачу о делении плоскости на правильные многоугольники (треугольники, квадраты и шестиугольники). Есть сведения, что Пифагор построил "космические" фигуры, т. е. пять правильных многогранников. Но вероятнее, что он знал только три простейших правильных многогранника: куб, четырехгранник, восьмигранник. Школа Пифагора много сделала, чтобы придать геометрии характер науки. Основной особенностью метода Пифагора было объединение геометрии с арифметикой.
Пифагор много занимался пропорциями и прогрессиями и, вероятно подобием фигур, так как ему приписывают решение задачи: "По данным двум фигурам построить третью, равновеликую одной из данных и подобную второй". Пифагор и его ученики ввели понятие о многоугольных, дружественных, совершенных числах и изучали их свойства. Арифметика как практика вычислений не интересовала Пифагора, и он с гордостью заявил, что "поставил арифметику выше интересов торговца". Пифагор одним из первых считал, что Земля имеет форму шара и является центром Вселенной, что Солнце, Луна и планеты имеют собственное движение, отличное от суточного движения неподвижных звезд. Учение пифагорейцев о движении Земли Николай Коперник воспринял как предысторию своего гелиоцентрического учения. Недаром церковь объявила систему Коперника "ложным пифагорейским учением".
Пифагор не оставил после себя собрания сочинений, он держал своё учение в тайне и передавал ученикам устно. В результате тайна умерла вместе с ними. Кое-какая информация всё же просочилась в века, но теперь уже трудно сказать, сколько в ней истинного, а сколько ложного. Даже с пифагоровой теоремой не всё бесспорно. Некоторые историки сомневаются в авторстве Пифагора, утверждая, что её вовсю использовали в хозяйстве самые разные древние народы.
Но всё же, несправедливо думать, что Пифагор и его последователи оставили после себя только заблуждения. Они совершили массу открытий в математике и геометрии. Многие их открытия использовал в "Началах" Эвклид. Пифагорейские идеи проникли в Афины, они были приняты Сократом, позже переросли в мощное идейное движение, возглавленное великим Платоном и его учеником Аристотелем.
История открытия теоремы
В настоящее время известно, что эта теорема не была открыта Пифагором. Однако одни полагают, что Пифагор первым дал ее полноценное доказательство, а другие отказывают ему и в этой заслуге. Некоторые приписывают Пифагору доказательство, которое Евклид приводит в первой книге своих "Начал".  Другие утверждают, что доказательство в "Началах" принадлежит самому Евклиду. Как мы видим, история математики почти не сохранила достоверных данных о жизни Пифагора и его математической деятельности. 
Открытие теоремы Пифагора окружено ореолом красивых легенд. Прокл,  комментируя последнее предложение I книги «Начал» Евклида, пишет: «Если послушать тех, кто любит повторять древние легенды, то придётся сказать, что эта теорема восходит к Пифагору; рассказывают, что он в честь этого принёс в жертву быка». Легенда эта прочно срослась с теоремой Пифагора и через 2000 лет продолжала вызывать горячие отклики.
Так, оптимист Михайло Ломоносов писал: «Пифагор за изобретение одного геометрического правила Зевесу принёс на жертву сто волов. Но ежели бы за найденные в нынешние времена от остроумных математиков правила по суеверной его ревности поступать, то едва бы в целом свете столько рогатого скота сыскалось».
А вот ироничный Генрих Гейне видел развитие той ситуации несколько иначе: «Кто знает! Кто знает! Возможно, душа Пифагора переселилась в беднягу кандидата, который не смог доказать теорему Пифагора и провалился из-за этого на экзаменах, тогда как в его экзаменаторах обитают души тех быков, которых Пифагор, обрадованный открытием своей теоремы, принес в жертву бессмертным богам».
Способы доказательства теоремы
На данный момент в научной литературе зафиксировано около 500 доказательств данной теоремы. Вероятно, теорема Пифагора является единственной теоремой со столь внушительным числом доказательств. Такое многообразие можно объяснить лишь фундаментальным значением теоремы для геометрии.
Данный факт даже нашёл отражение в художественной литературе: в повести "Приключения Электроника" Евгения Велтистова главный герой на школьном уроке математики приводит у доски 25 различных доказательств теоремы Пифагора, повергнув в изумление учителя и всех одноклассников.
Самые известные из них: доказательства методом площадей, алгебраические  и аксиоматические методы.
Через подобные треугольники
Следующее доказательство алгебраической формулировки — наиболее простое из доказательств, строящихся напрямую из аксиом. В частности, оно не использует понятие площади фигуры.
[image: Podobnye treugolniki proof.png]
Пусть ABC есть прямоугольный треугольник с прямым углом C. Проведём высоту из C и обозначим её основание через H. Треугольник ACH подобен треугольнику ABC по двум углам. Аналогично, треугольник CBH подобен ABC. Введя обозначения 

получаем      ; ,
что эквивалентно .
Сложив, получаем 
или [image: a^2+b^2=c^2\,], что и требовалось доказать.
Доказательства методом площадей
Ниже приведённые 4 доказательства, несмотря на их кажущуюся простоту, вовсе не такие простые. Все они используют свойства площади, доказательства которых сложнее доказательства самой теоремы Пифагора.
Доказательство, основанное на использовании понятия равновеликости фигур

[image: Pythagorean_proof2]
1. Расположим четыре равных прямоугольных треугольника так, как показано на рисунке 
2. Четырёхугольник со сторонами c является квадратом, так как сумма двух острых углов 90°, а развёрнутый угол — 180°.
3. Площадь всей фигуры равна, с одной стороны, площади квадрата со стороной , а с другой стороны, сумме площадей четырёх треугольников и площади внутреннего квадрата.
[image: (a+b)^2=4\cdot\frac{ab}{2}+c^2;]
[image: a^2+2ab+b^2=2ab+c^2;\frac{}{}]
          [image: c^2=a^2+b^2;\frac{}{}] что и требовалось доказать.
Доказательство Гарфилда



 
                           

На рисунке три прямоугольных треугольника составляют трапецию. Поэтому площадь этой фигуры можно находить по формуле площади прямоугольной трапеции, либо как сумму площадей трёх треугольников. В первом случае эта площадь равна  а во втором случае . Приравнивая эти выражения, получаем теорему Пифагора.
Доказательство методом достроения
( доказательство Леонардо да Винчи)

Сущность этого метода состоит в том, что к квадратам, построенным на катетах, и к квадрату, построенному на гипотенузе, присоединяют равные фигуры таким образом, чтобы получились равновеликие фигуры.
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Главные элементы доказательства — симметрия и движение.
Рассмотрим чертёж, как видно из симметрии, отрезок CI рассекает квадрат ABHJ на две одинаковые части (так как треугольники ABC и JHI равны по построению). Пользуясь поворотом на 90 градусов против часовой стрелки, мы усматриваем равенство заштрихованных фигур CAJI и GDAB. 
Теперь ясно, что площадь заштрихованной нами фигуры равна сумме половин площадей квадратов, построенных на катетах, и площади исходного треугольника. С другой стороны, она равна половине площади квадрата, построенного на гипотенузе, плюс площадь исходного треугольника. Таким образом, получаем, что сумма  площадей квадратов, построенных на катетах равна площади квадрата, построенного на гипотенузе.

Доказательство Евклида
Идея доказательства Евклида состоит в следующем: попробуем доказать, что половина площади квадрата, построенного на гипотенузе, равна сумме половин площадей квадратов, построенных на катетах, а тогда и площади большого и двух малых квадратов равны.

[image: 400px-Teorema_de_Pit%C3%A1goras]
Рассмотрим чертеж. На нём мы построили квадраты на сторонах прямоугольного треугольника и провели из вершины прямого угла С луч s перпендикулярно гипотенузе AB, он рассекает квадрат ABIK, построенный на гипотенузе, на два прямоугольника — BHJI и HAKJ соответственно. Оказывается, что площади данных прямоугольников в точности равны площадям квадратов, построенных на соответствующих катетах.
Попытаемся доказать, что площадь квадрата DECA равна площади прямоугольника AHJK. Для этого воспользуемся вспомогательным наблюдением: Площадь треугольника с той же высотой и основанием, что и данный прямоугольник, равна половине площади заданного прямоугольника. Это следствие определения площади треугольника как половины произведения основания на высоту. Из этого наблюдения вытекает, что площадь треугольника ACK равна площади треугольника AHK (не изображённого на рисунке), которая, в свою очередь, равна половине площади прямоугольника AHJK.
Докажем теперь, что площадь треугольника ACK также равна половине площади квадрата DECA. Единственное, что необходимо для этого сделать, — это доказать равенство треугольников ACK и BDA (так как площадь треугольника BDA равна половине площади квадрата по указанному выше свойству). Равенство это очевидно, треугольники равны по двум сторонам и углу между ними. Именно — AB=AK, AD=AC — равенство углов CAK и BAD легко доказать методом движения: повернём треугольник CAK на 90° против часовой стрелки, тогда очевидно, что соответствующие стороны двух рассматриваемых треугольников совпадут (ввиду того, что угол при вершине квадрата — 90°).
Рассуждение о равенстве площадей квадрата BCFG и прямоугольника BHJI совершенно аналогично.
Тем самым мы доказали, что площадь квадрата, построенного на гипотенузе, слагается из площадей квадратов, построенных на катетах. 
Доказательство Евклида в сравнении с другими выглядит чрезмерно сложным. По этой причине его нередко называли «ходульным» и «надуманным». Чертёж, применяемый при доказательстве теоремы, в шутку называют «пифагоровы штаны». В течение долгого времени он считался одним из символов математической науки.
Значение теоремы.
Теорема Пифагора – одна из самых важных теорем геометрии. Значение ее состоит в том, что из нее или с ее помощью можно вывести большинство теорем геометрии. Одна из теорем позволяет убедиться в том, что если из точки вне прямой проведены к ней перпендикуляр и наклонные, то: 
а) наклонные равны, если равны их проекции;
б) та наклонная больше, которая имеет большую проекцию.
Теорема Пифагора была первым утверждением, связавшим длины сторон треугольников. Потом узнали, как находить длины сторон и углы остроугольных и тупоугольных треугольников. Возникла целая наука тригонометрия («тригон» - по-гречески означает «треугольник»). 
Эта наука нашла применение в землемерии.
Но еще раньше с ее помощью научились измерять воображаемые треугольники на небе, вершинами которых были звезды. Сейчас тригонометрию применяют даже для измерения расстояний между космическими кораблями.
Теорема Пифагора позволяет по любым двум сторонам прямоугольного треугольника найти его третью сторону. Решая эту задачу, нам приходится по известному квадрату положительного числа находить само это число.
Благодаря тому,  что теорема Пифагора позволяет находить длину отрезка, не измеряя его непосредственно, она как бы открывает путь с прямой на плоскость, с плоскости в трехмерное пространство и дальше – в многомерные пространства. Этим определяется ее исключительная важность для геометрии и математики в целом.
Применение теоремы.
Еще в древности возникла необходимость вычислять стороны прямоугольных треугольников по двум известным сторонам.
Построение прямых углов египтянами.
[image: квадратура 3]
Нахождение  высоты объекта и определение расстояния до недоступного предмета.
Подобные задачи решаются и в нашей повседневной жизни: в строительстве и машиностроении при проектировании любых строительных объектов.
Всё сказанное ещё раз подтверждает значимость теоремы Пифагора и необходимость её изучения в школьном курсе математики.

Задача одна, а решений много.
Задача.
В трапеции диагонали длиной 6 см и 8 см взаимно перпендикулярны. Найти длину средней линии трапеции.
Способ 1.
1. Продолжим  вправо. Проведем . Так как  – параллелограмм, то 
2. , так как  - прямоугольный.
 (
K
) (
C
) (
a
) (
b
) (
B
)          ;

 (
O
)
 (
6
) (
8
)

 (
D
) (
A
)

3.  Средняя линия равна половине , т.е. 5 см.
Ответ: 5 см
Способ 2.
 (
C
) (
b
) (
В
)Проведём  до пересечения с продолжением   так как  - параллелограмм.  вычислим по теореме Пифагора из , но  следовательно  

 (
8
)

 (
6
)
 (
E
) (
А
)
 (
b
) (
a
) (
D
)

. Но средняя линия равна, , т.е. равна 5 см.
Ответ: 5 см

Способ 3.
1.  -  средняя линия трапеции. Проведём  и соединим точки 
 (
С
) (
В
)

 (
N
) (
M
)

 (
D
) (
К
) (
А
)



2.  -  средняя линия треугольника , следовательно 

3.   - средняя линия , следовательно 

4.  как углы с соответственно параллельными сторонами.
5.  - прямоугольный. 
.

Ответ: 5 см

Возможно, существуют и другие способы решения этой задачи. 
По мере дальнейшего изучения курса геометрии, я  думаю, у меня есть перспектива доработки темы.
Заключение:

 В ходе работы над данным проектом, я пришла к выводу, что ни одно доказательство теоремы Пифагора не может обойтись без основных геометрических понятий, знания свойств фигур и законов математики.

При решении многих задач центральное место занимает теорема Пифагора, без которой невозможно найти  быстрое решение, а порой это единственный путь получения ответа на поставленный вопрос задачи.

Рассмотренные различные способы решения задач позволяют сделать вывод о том, что в одной задаче умещается почти вся планиметрия.

В итоге я пришла к выводу, что действительно, в некотором смысле в теореме Пифагора, как в зерне, заключена вся евклидова планиметрия.

 Материал данного проекта можно использовать в учебном процессе, как на уроках, так и во внеурочной деятельности.
 Задачи, приводимые в приложении, окажут большую помощь при подготовке к итоговой аттестации в форме ОГЭ, в частности задачи с практическим содержанием, которые в настоящее время присутствуют в модуле «Реальная математика».
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Приложение.
Задачи на применение теоремы Пифагора
I.Решение задач по готовому чертежу
1.    А
          6
        В            8               С                Найти: АС
2.    D               7                E
                                           5
                                           F              Найти: DF

3.   K             13                 M
    
         12
                N                                        Найти: MN
4.                            P
               7
O                                                        Найти: PR
                      9                  R
5.                                               B
 (
155
)                        17
           A                                      C                                                                    

                      
                                                  D         Найти: BD               

6.    BCDF – квадрат
        Найти: BD                                                                                                                                            
     C           3          D      


    B                         F
7.                                  D

          C                                                       F                CDFR -ромб
                                                                                      Найти: DF
                                         R
8.         F                                              R                                              
 (
  
25
)                                            	DFRO –прямоугольник                            
                                                                        RO:DO=3:4
                                                                        Найти: FR, FD
           D                                              O
9.                     B                                C          
                                                                       ABCD -параллелограмм
                                                                      
                                                                  Найти: CD
              A    4      K                D             
10.                   B                   C                     
                                                                       ABCD -трапеция
                  2                                                  
                                                                      Найти: BK
              A         K                            D
II. Задачи на вычисление площади фигур.
1. Одна из сторон прямоугольника равна 40. Найдите площадь прямоугольника, если его диагональ равна 41.
2. Гипотенуза равнобедренного прямоугольного треугольника равна 7. Найдите площадь треугольника.
3. Найдите    площадь прямоугольного треугольника, если один из его катетов равен 12 см, а гипотенуза равна 13 см. 
                                                  [image: ]
4.  Основания  равнобедренной трапеции   равны 5 см и 15см, а боковое ребро равно 13 см. Найдите площадь трапеции. 

                                        [image: ] 
5.  Сторона ромба равна 13, а одна из диагоналей ромба  10. Найдите его площадь.    
III. Старинные задачи.
1. Задача индийского математика XII века Бхаскары:
На берегу реки рос тополь одинокий.
    Вдруг ветра порыв его ствол обломал.
Бедный тополь упал. И угол прямой
Верхушка склонилась у края реки.
Осталось три фута всего от ствола, 
Прошу тебя, скоро теперь мне скажи:
У тополя как велика высота?

2. Задача древних индусов:

Над озером тихим.
С полфута размером, высился лотоса цвет.
Он рос одиноко. И ветер порывом
Отнес его в сторону. Нет
Более цветка над водой.
Нашел же рыбак его ранней весной
В двух футах от места, где рос.
Итак, предложу я вопрос:
Как озера вода здесь глубока?

3. Задача из старинного китайского трактата:

В середине квадратного озера со стороной 10 футов растет тростник, выходящий из воды на 1 фут. Если нагнуть тростник, вершина достигнет берега. Какова глубина озера?

IV. Задачи с практическим содержанием.

1. Лестница длиной 2,5 м приставлена к стене так, что ее верхний конец находится на высоте 2,4 м от земли. На сколько метров отстоит от стены нижний конец лестницы?
                                                       [image: ]
2. Лестничный пролет между этажами состоит из 20 ступенек, высота каждой из которых 20 см, ширина – 21 см. Определите длину поручня  (в сантиметрах), если известно, что расстояние от основания первой ступеньки равно расстоянию  от последней ступеньки до поручня.
[image: ]

                                    
3. Автомобиль выехал из гаража, после чего двигался два часа на север со скоростью 60 км/ч, затем повернул и поехал на запад, пробыв в пути еще пять часов и двигаясь со скоростью 70 км/ч. На каком расстоянии ( в километрах) от гаража он оказался?

4. На расстоянии 15 м друг от друга стоят два дерева высотой 2,3 м и 
10,3 м. Найдите расстояние (в метрах) между их вершинами.

                                              [image: ]
5. Два сухогруза вышли из порта, следуя один на север, другой на запад. Скорости их равны соответственно 12 км/ч и 16 км/ч. Какое расстояние (в километрах) будет между ними через 1 час?

                                                       [image: ]
6. Мальчик прошел от дома по направлению на восток 800 м. Затем повернул на север и прошел 600м. На каком расстоянии (в метрах) от дома оказался мальчик?

                                        [image: ]                    
7.  На одной прямой, на равном расстоянии друг от друга стоят три телеграфных столба. Крайние находятся от дороги на расстояниях 
         18 м 48 м. найдите расстояние от дороги, на котором находится        средний столб. Ответ дайте в метрах.
                                           [image: ]

8. Два дерева высотой 12 м и 7 м находятся на расстоянии 12 м друг от друга. Между их верхушками натянута верёвка. Найдите её длину (в метрах) 

                                             [image: ]
9.  Рабочий   должен приставить лестницу к рекламному щиту на высоту 3,5 м. Расстояние  от нижнего края лестницы до основания столба должно составлять 1,2 м. Какой длины должна быть лестница? Ответ дайте в метрах.

                                                          [image: ]

10.  Суммарная длина лески и рыбы составляет 4,8 м. Расстояние от края рукоятки удочки до хвоста рыбы – 1,4 м. Какова длина удилища в метрах?

                                                [image: ]
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