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Введение

За чертогами формул, забыв о весне,

В мире чисел бродя, как лунатик,

Вдруг гармонию выводов дарит струне,

К звучной скрипке прильнув, математик.

М.В. Бромлей 
Комбинаторика возникла в XVI веке. Вопросы, касающиеся азартных игр, явились движущей силой в ее развитии.  Комбинаторика является разделом дискретной математики, ориен​тированным на решение задач выбора и расположения элементов неко​торого множества в соответствии с заданными правилами и ограниче​ниями. Каждое такое правило определяет способ построения некоторой комбинаторной конфигурации, поэтому комбинаторный анализ (комби​наторика) занимается изучением свойств комбинаторных конфигураций, условиями их существования, алгоритмами построения и оптимизацией этих алгоритмов.

Термин "комбинаторика" был введён в математический обиход знаменитым Лейбницем.  Готфрид Вильгельм Лейбниц(1.07.1646 -  14.11.1716) - всемирно известный немецкий  учёный, занимался философией, математикой, физикой, организовал Берлинскую академию наук и стал её первым президентом. В математике он вместе с И. Ньютоном разделяет честь создателя дифференциального и интегрального исчислений. В 1666 году Лейбниц опубликовал "Рассуждения о комбинаторном искусстве".
Комбинаторика – это непосредственно раздел теории вероятностей. Дадим более четкое определение всех понятий, задействованных в моей работе.
Теория вероятностей – математическая наука, изучающая закономерности случайных явлений. Вероятность – количественная мера неопределенности – число, которое выражает степень уверенности в наступлении того или иного события.

Комбинаторикой называется раздел математики, в котором решаются задачи на составление различных комбинаций из конечного числа элементов и подсчет всех возможных таких комбинаций. 

Цели данной работы:
· изучить основные комбинаторные конфигурации, их определения

· найти их отличительные особенности

· научиться решать комбинаторные задачи с применением формул

· подобрать комплекс задач, в которых применяются основные понятия комбинаторики

1. Теоретический материал по выбранной теме.
Все задачи раздела комбинаторики делятся на три группы: перестановки, сочетания, размещения. 
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Как отличить комбинаторные задачи от других видов задач, и каковы их особенности?

Существует три основных вида задач в зависимости от постановки вопроса и того элемента комбинаторики, который применяется при их решении. Рассмотрим такие задачи.

Задача 1. Сколько существует способов, чтобы рассадить по четырем креслам квартет из одноименной басни И.А. Крылова?

Задача 2. Сколькими способами можно выбрать в группе из 30 человек одного старосту и одного физорга?

Задача 3. Сколькими способами можно в группе из 30 человек направить пять студентов для участия в пробеге?

 Во всех трех задачах надо дать ответ на вопрос: «Сколькими способами?». Но в первой задаче есть существенное отличие от других: необходимо установить, сколькими способами можно переставлять элементы подмножества, чтобы получить различные кортежи длины n, такой способ решения задач называется перестановками.

Во второй задаче необходимо установить, сколькими способами из всех множеств необходимо выбрать всевозможные упорядоченные подмножества (кортежи), длиной m(m<n), такой способ решения задач называется размещениями (от франц. arrangement – «размещение»).

В третьей задаче необходимо установить, сколькими способами из всего множества можно выбрать всевозможные подмножества, длиной  m(m<n), такой способ решения задач называется сочетаниями (от франц. combinasion – комбинация, сочетание).

Остановимся подробнее на каждой комбинаторной конфигурации.

Кортежи, состоящие из n различных элементов, называются перестановками (без повторений). Их число обозначается Pn. Фактически первую задачу можно заменить задачей расфасовки n шаров разного цвета в ящик с n свободными местами. Для определения числа кортежей длины n используем правило произведения. Первый из n элементов можно поставить на n свободных позиций, для второго элемента останется n-1 способов, для третьего n-2 способов и т.д. Для последнего элемента останется единственный вариант (единственное оставшееся место). Необходимо учесть варианты и для первого, и для второго, и для n-го элемента, поэтому количество вариантов надо перемножить. Тогда Pn = n(n-1)(n-2) … 1. Такое произведение кратко записывается n!. Формула для числа перестановок имеет вид Pn = n!. 

Например, из цифр 3, 5, 7, 9 можно составить 4! кортежей, так как n = 4, то P4 = 4! = 

=4 * 3 * 2 * 1 = 24, т.е. существует 24 различных четырехзначных числа, составленных из этих цифр: 5379, 7359, 9357, … .

Очевидно, Pn = n! = n*Pn-1. Такая формула называется рекуррентной и дает возможность подсчитывать число элементов во множестве n + 1 элемента через перестановки во множестве n элементов. 

Заметим, что P1 = 1!, а P0 = 1. Если множество содержит один элемент, то и вариант составления кортежей тоже единственный, но если во множестве нет элементов, то это тоже единственный вариант: «кортеж длины 0».
Если в кортеже имеются повторяющиеся элементы, то формула Pn = n! неприменима, поскольку при переставлении одинаковых элементов кортеж не изменится. Кортеж, имеющий повторяющиеся элементы, называется перестановкой с повторениями.

Пусть дан кортеж длины n, состоящий из элементов множества A = {a1, a2, …, am} (m≤n). Отсортируем в кортеже элементы каждому числу k (1 ≤ k ≤ m)  ставится в соответствии число nk, показывающее сколько раз элемент ak встретился в этом кортеже. 
Тогда n=.
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 Очевидно, что перестановка одинаковых элементов внутри некоторого k-го сорта не изменит кортежа, т.е. среди n! всех перестановок будет nk! тождественных. Уменьшим число перестановок из n(n!), убрав повторяющиеся кортежи обратным действием (разделив на n1!, n2!, …, nm!) Тогда, число перестановок с повторениями, имеющих такой состав, найдем по формуле:
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n1, n2, … ,nm =  (n1 +  n2 + …+ nm)!
                              n1!, n2!, … nm!

Размещения (без повторений). Упорядоченное подмножество m элементов (кортеж), составленное из всего множества, содержащего n элементов, называется размещением (без повторения). Число таких размещений обозначается  
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Число всех кортежей длины m подсчитаем с помощью перестановок из всех n элементов (n!), без тех кортежей, которые не вошли в кортеж длины m. Таких «лишних» кортежей длиной n-m насчитывается (-m)!. Поскольку порядок в «лишнем» подмножестве не зависит от «нужного», действует правило произведения. Поэтому формула размещений (без повторений) примет вид
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Размещения с повторениями обозначают 
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. Так как каждую из n деталей можно разместить в m ящиков, то необходимо n раз умножать число m, т.е. 
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Сочетания без повторений. Сочетания во множестве из n элементов отличаются от размещений тем, что в подмножестве, состоящем из m элементов, в размещениях порядок определен, а в сочетаниях – не важен. Поэтому сочетаниями из n элементов по m называется неупорядоченное подмножество, состоящее из m элементов, взятых из множества, состоящего из n элементов. Число сочетаний обозначается 
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Для подсчета числа сочетаний возьмем формулу размещений 
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 и поделим ее на число перестановок в подмножестве (так как порядок в сочетаниях не важен).

Тогда формула сочетаний без повторений имеет вид:
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Отсюда видно, что: 
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Сочетания с повторениями задано тогда, когда каждому элементу некоторого конечного множества поставлено в соответствие целое неотрицательное число – кратность данного элемента. Сумма k кратностей всех элементов называется порядком сочетания. Число сочетаний с повторениями из n элементов по k выражается формулой
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2. Задачи на применение формул комбинаторики

Разделим все задачи на группы, исходя из того, что нужно найти в задаче. Получаем три группы, в каждой из которых две подгруппы. 
	1.Перестановки
	2.Размещения
	3.Сочетания

	Без повторений
	С повторениями
	Без повторений
	С повторениями
	Без повторений
	С повторениями


Задачи 1 группы решаются с помощью перестановок – это задачи, в которых мы путем переставления элементов можем достичь нужных результатов. 
Задача 1
Сколько различных шестизначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4,5, если цифры в числе не повторяются? 
Решаем эту задачу способом перестановки, так как нам из 6 цифр нужно составить шестизначные числа, т.е. мы будем только переставлять элементы множества.
Решение:
1)Найдем количество всех перестановок из этих цифр: 

P6 = 6! = 720

2)  0 не может стоять впереди числа, поэтому от общего количества все полученных чисел необходимо отнять количество перестановок, при котором 0 стоит впереди. А это 

P5 = 5! = 120. 

P6 - P5 = 720 – 120 = 600

Ответ: 600 чисел можно составить.

Задача 2 
«Проказница мартышка, осёл, козёл, да косолапый мишка…»

Вероятно, крыловские музыканты так и не перепробовали всех возможных мест. Однако способов не так уж и много. Сколько?

Решение:

Т.к. мы будем переставлять все элементы, чтобы опробовать все способы, задачу решаем способом перестановки.

Здесь идет перестановка из четырех, значит, возможно

P4 = 4! = 24 

Ответ: существует 24 варианта перестановок.

Задача 3
Сколько слов можно получить переставляя буквы слова «Гора»?
Решение:
В слове «Гора» - 4 буквы. Буквы не повторяются, значит перестановки без повторений.
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 = 4! = 4*3*2*1 = 24. Ответ: можно получить 24 слова.
Задача 4
Сколькими способами 4 человека могут разместиться в четырехместном купе?

Решение:
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Ответ: 24 способами.

Задачи на перестановки с повторениями – это задачи, в которых есть несколько повторяющихся элементов. Рассмотрим несколько задач, решаемых с помощью формул 
Задача 5
Сколькими способами можно переставить буквы слова «ананас»?

Решение: 

В самом условии задачи сказано, что нужно переставить буквы, значит, мы можем догадаться, что задача решается способом подстановки. В слове «ананас» есть одинаковые буквы, значить это перестановки с повторениями.

Всего букв 6. Из них одинаковы n1 «а» =3, n2 «н» = 2, n3 «с» = 1. Следовательно, число различных перестановок равно   

[image: image20.wmf]6

P

 (3,2,1) = 
[image: image21.wmf]!

1

!*

2

!*

3

!

6

 = 60 
Ответ: буквы слова «ананас» можно переставить 60 способами.
Задача 6. 
Сколькими способами можно расставить белые фигуры на первой линии шахматной доски?

Решение:
Т.к. нам нужно расставить элементы, можем догадаться, что задача на способ перестановки. Некоторые фигуры повторяются, значит перестановки с повторениями.

На первой линии могут находиться король, ферзь, 2 ладьи, 2 коня и 2 слона. Без учета общепринятых шахматных правил составим кортежи длины 8, имеющие указанный состав (1, 1, 2, 2, 2). Тогда число перестановок с размещениями найдем по формуле
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Ответ: белые фигуры на первой линии шахматной доски можно расставить 5040 способами.
Задача 7.

Сколько слов можно составить, переставляя буквы слова «Институт»?
Т.к. в слове «Институт» буква «и» повторяется два раза, и буква «т» повторяется три раза, перестановки будут с повторениями. 

«И» - 2

«Т» - 3

«Н» - 1

«С» - 1

«У» - 1
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Ответ: 3360 слов можно составить.

Задачи 2 группы – это задачи, решаемые с помощью размещений – это задачи, в которых мы путем выбора упорядоченных элементов можем достичь нужных результатов. 
Задача 8
Сколькими способами из различных нечетных цифр можно составить различные трехзначные числа?

Решение:

Т.к. в задаче нужно найти трехзначные числа, а множество состоит из 5 цифр, то в задаче присутствует выбор элементов. Т.к. элементы, которые нужно выбрать упорядочены, задача на размещения.

Нечетных цифр пять: 1, 3, 5, 7, 9. Тогда количество различных трехзначных чисел найдем по формуле 

[image: image26.wmf]A

3

5

 = 
[image: image27.wmf]!

2

!

5

 = 60.

Ответ: составить числа можно 60 способами.

Задача 9
Сколькими способами 4 юноши могут пригласить четырех из шести девушек на танец?

Решение: 
Два юноши не могут одновременно пригласить одну и ту же девушку. И варианты, при которых одни и те же девушки танцуют с разными юношами, считаются  разными, поэтому:
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Ответ: возможно 360 вариантов.
Задача 10
Расписание состоит из 5 предметов. Сколькими способами можно составить расписание, исходя из 11 предметов?

Решение:
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Ответ: 55440 способами можно составить расписание.
Задача 11
Сколько можно составить телефонных номеров из 6 цифр каждый, так, чтобы все цифры были различны?

Решение:

[image: image31.wmf]6

10

A

 = 
[image: image32.wmf])!

6

10

(

!

10

-

 = 
[image: image33.wmf]!

4

!

10

 = 151200
Ответ: 151200 номеров можно составить.
Задача 12
В пассажирском поезде 9 вагонов. Сколькими способами можно рассадить в поезде 4 человека, при условии, что все они должны ехать в различных вагонах?

Решение:
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Ответ: 3024 способами.
Задачи на размещения с повторениями – это задачи, в которых есть несколько повторяющихся элементов. Рассмотрим несколько задач, решаемых с помощью формул размещений с повторениями.
Задача 13
Сколько различных двоичных чисел длиной 6 можно записать с помощью цифр 0 и 1?

Решение:

Размещаем две цифры (0,1) на шесть мест, т.е. на каждом из шести мест 
(m = 6) может быть одна из двух двоичных цифр. Всего таких вариантов будет 
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 = 26 = 64 двоичных чисел: на каждом из шести мест по два варианта цифр. 
Ответ: 64 двоичных числа.

Задача 14
Сколько проводится матчей в Чемпионате РФ по футболу в премьер-лиге (16 команд) за сезон?

Решение:

Поскольку один матч проводится между двумя командами, каждый матч выделяет подмножество (упорядоченное, так как одна команда играет дома, вторая – на выезде) из двух элементов. По формуле размещений 
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Ответ: 240 матчей.

Задачи 3 группы – это задачи, решаемые с помощью сочетаний, в которых мы путем выбора из множества элементов нужные нам, можем достичь нужных результатов. 
Задача 15

Сколькими способами могут взойти 3 зерна пшеницы, если посажено 7 зерен?

Решение:

По условию задачи порядок в подмножестве из 3 зерен не важен, поэтому по формуле сочетаний имеем:
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Ответ: 35 способами.

Задача 16
Сколько трехкнопочных комбинаций существует на кодовом замке (все три кнопки нажимаются одновременно), если на нем всего 10 цифр. 

Решение:

Так как кнопки нажимаются одновременно, то выбор этих трех кнопок – сочетание. Отсюда возможно
 [image: image42.png]10! 8%9*10 _
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вариантов.

Ответ: 120 комбинаций.

Задача 17
В шахматном турнире принимали участие 15 шахматистов, причем каждый из них сыграл только одну партию с каждым из остальных. Сколько всего было турниров?

Решение:
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 =  105. Ответ: 105 турниров было всего.

Задача 18
Сколькими способами можно вывезти со склада 10 ящиков на двух машинах, если на каждую машину грузят по 5 ящиков?

Решение:
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Ответ: 252 способами можно вывезти 10 ящиков со склада.
Задача 19
Для участия в команде тренер выбирает 5 мальчиков из 10. Сколько существует способов сформировать команду, если известно, что 2 определенных мальчика должны войти в команду?

Решение:

Т.к. двое мальчиков точно войдут в команду, остается выбрать 3 из 8.
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Ответ: существует 56 способов выбора мальчиков в команду.
Задача 20
Шифр сейфа состоит из 6 цифр, которые должны набираться последовательно и могут повторяться. Чему в этом случае равно общее число всех комбинаций сейфа?

Решение:

По формуле размещений с повторениями имеем:
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  Ответ: 106 равно общее число комбинаций сейфа.
Задача 21
Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 4, 5?

Решение:


[image: image54.wmf]3
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= 53 = 125  Ответ: 125 чисел можно составить.

Задачи на сочетания с повторениями – это задачи, в которых есть несколько повторяющихся элементов. Рассмотрим несколько задач с использованием формул сочетаний с повторениями.

Задача 22
В кондитерском магазине продавались 4 сорта пирожных: эклеры, песочные, наполеоны и слоеные. Сколькими способами можно купить 7 пирожных.

Решение: Покупка не зависит от того, в каком порядке укладывают купленные пирожные в коробку. Покупки будут различными, если они отличаются количеством купленных пирожных, хотя бы одного сорта. Следовательно, количество различных покупок равно числу сочетаний четырех видов пирожных по семь    [image: image55.png]Cs
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.

Ответ: 120 способами можно купить 7 пирожных.

Задача 23 
В почтовом отделении продаются открытки 10 видов. Сколькими способами можно купить 12  открыток для поздравлений?

Решение:

Число способов покупки открыток равно числу выборов 12 открыток из 10 без учета порядка открыток. Т.е. задача на сочетания с повторениями.  
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Ответ: 293930 способами можно купить открытки для поздравлений.

3. Заключение.

Идеи комбинирования и перебор различных комбинаций встречаются не только при решении задач из раздела «Комбинаторика», но и в других темах, например, в отыскании решений уравнений с двумя переменными методом перебора, которые мы только что изучили на уроках математики. Методы, с которыми я познакомилась, в дальнейшем помогут мне решать задачи исследовательского характера, в частности с параметрами.
В ходе своей исследовательской работы я:

- использовала основные комбинаторные конфигурации, их определения;
- разобралась в отличительных особенностях каждой из них;
- научилась решать комбинаторные задачи с применением формул.
Надеюсь, что мои новые знания помогут в дальнейшем изучении математики на повышенном уровне, как помогли мне знания, полученные в ходе написания прошлой исследовательской работы успешно справиться с задачами Межрегиональной заочной физико-математической олимпиады «Авангард» (г.Москва).
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